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Resumen

Se presenta le segundo elementos bésico del Algebra Lineal: matrices. Se detalla la forma
como se realizan las operaciones més importantes, suma, producto por un vector y producto
entre matrices.
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1. Introduccién

El Algebra Lineal (se escribird AL de ahora en adelante) es una rama de las mateméticas que
resuelve gran cantidad de problemas en la practica y se emplea también en el desarrollo tedrico
de muchas otras ramas. Los bloques con los que se construye el AL son los nimeros, los vectores
y las matrices.

Este texto se presentan las operaciones basicas con matrices, elemento central del AL. Ejem-
plos de cémo las matrices son empleadas para resolver problemas pueden encontrarse los textos
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siguientes de la serie Elementos bdsicos del Algebra Lineal. Se recomienda ampliamente haber
revisado el texto previo (sobre vectores) y el Mapa General del AL.

Se puede adelantar una cosa: quien sabe bien de AL, puede resolver mas problemas que con
otras areas de la matematica, ademas de que se emplea siempre que tenemos datos tabulares.

2. Matrices y su dimensién

Las matrices se forman concatenando una cantidad finita de vectores columna de la misma
dimensién (poniendo uno al lado del otro). Asi, si A y B son vectores en R? definidos como

al b1
A= |aa| y B= |ba|, entonces se puede formar la matriz M =[ A B ] como
as b3
ar b
M = a9 b2
ag bs

y se dice que M pertenece al espacio de matrices de R3*2. A estos valores se les conoce como la
dimensionl] de la matriz.
Los problemas que motivan la existencia y estudio de las matrices son los Sistemas de Ecua-
ciones Lineales, como
—3r+2y—52=2
2046y — z= -2 (1)
r+2y+ 2=0

y en este caso se trata solo de 3 ecuaciones y 3 variables. Ese mismo sistema puede escribirse
también de forma matricial, separando las variables de los coeficientes como

-3 2 =5| |x 2
2 6 —1| |yl =1]-2 (2)
1 2 1 z 0

y en este caso es una matriz de 3 X 3, pero puede ser de cualquier dimensién. En la ecuacién ante-
rior puede observarse cémo el vector columna de variables pareciera trasponerse para multiplicar
cada fila de la matriz.

De manera més general, se hablard de matrices de tamano m x n de la forma

ail ai2 e A1n
a1 a2 e a2n

A= (3)
Gml Om2 - OGmn

!También se usan los términos tamaifio u orden para referirse a la dimension.
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y las columnas de la matriz pueden referidas como Ai, As,... A, y son n vectores columna en
R™ A= [Al A2 An]

La matriz A pertenece al espacio de matrices R™*™. También es comiin escribir de manera
mas compacta A = (a;j). De manera anéaloga, los elementos del vector z son los nimeros x; o

3. Operaciones basicas

3.1. Suma de matrices

Dos matrices A y B pueden sumarse sélo si son de la misma dimension. Los elementos de la
nueva matriz C = A 4+ B se definen como

Cij = aij + by

y es de la misma dimension que las originales. De esta manera,

1 -1 10 -10 1+10 -1-10 11 -11
2 =214+ (11 -11|=1|2+11 —-2-11| = |13 -—-13
3 -3 12 -12 3+12 —-3-12 15 —15

y no representa problema.

3.2. Producto de matriz por vector

Cuando se multiplica una matriz por un vector se obtiene un nuevo vector, no necesariamente
de la misma dimensioén, salvo cuando la matriz es cuadrada.
El siguiente ejemplo sirve para ilustrar el producto de una matriz por un vector.

2 -1 3 2x1 — x0 + 313
-1 3 0 1 —x1 + 329

3 3 2 X9 = 3r1 + 3x2 + 223
1 0 4 xs T + 4xg
-3 1 =2 —3x1 + r9 — 223

La matriz ha convertido el vector [z1 z2 x3]T de tres dimensiones en un vector de cinco
dimensiones. Se ha coloreado de el resultado del vector columna (amarillo) por la fila de
azul. A partir del ejemplo anterior se entiende que una matriz en R™*™ transforma el espacio
R™ en R™.

Otra manera de verlo es observar las ecuaciones v (2). Una matriz A se multiplica por
un vector x, multiplicando cada columna A; de la matriz por el elemento correspondiente x; del
vector v sumando los vectores resultantes:

Ar = Ayxy + Aswo + -+ - + Apzy,
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lo que resulta en un vector de dimension m, la cantidad de filas de A.
Los valores de m y n son independientes, pero indican que la matriz transforma vectores de
n dimensiones en vectores de m dimensiones.

3.3. Producto de matriz por matriz

Extender el producto matriz por vector (Az) a matriz por matriz (AB) es sencillo. El vector
columna x puede verse como una matriz de n x 1. Si se le agrega otra columna habra que agregar
otra al resultado también:

2 -1 3 6 8
-1 3 0 1 2 -4 4
3 3 2 -1 2 | = 2 16
1 0 4 1 2 5 [ 10
-3 1 =2 1 -8

y el 10 en verde es el resultado del producto 2 x 1 +1 x 0+ 2 x 4 de la fila azul por la columna
amarilla. En el producto de matrices C = AB, cada columna que se le agregue a B serd una
columna que se agregard a C.

De manera maés formal, sean las matrices A € R™*P y B € RP*™ con sus vectores columna
Aj y Bj respectivamente.

(aij) = [Al Ag - Ap} con Aj € RP

A
B (sz) = {Bl By - Bn] con Bj cR"

Si se calcula el producto C' = A x B, cada vector columna de B; de B debera multiplicarse
por A, formando la nueva matriz con los vectores columna C; = AB;:

C = [AB; AB, --- AB,)

lo que significa que cada elemento de ¢;; de la matriz C' se obtiene con la formula

p
Cij = aibij + Qigboj + -+ + apbiy = Y airby
k=1

y la matriz final es de m x n. Por ejemplo:

[1 oﬂ 31 [u@+mm+ﬂn 1m+mn+mmy_F1}

2 1| =
—13110 4 2

Para que la multiplicacién de matrices pueda realizarse, es necesario que las columnas de
A sean la misma cantidad que los renglones de B. Aunque el producto no es conmutativo (en
general), si es asociativo: si se tienen 3 matrices de las dimensiones correctas, entonces

(AB)C = A(BC)
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lo que no es dificil de comprobar.
Algo que es interesante notar del producto es el caso de matrices de dimension 1. Considérense
los vectores a =123 )Ty b=1[1020 30 |]T. Observe que el producto

10
aTh=1[1 2 3]|20| =140
30

es un simple producto escalar entre vectores, la columna b por la fila a, mientras que

1 10 20 30
ab” = [2]| [10 20 30] = [20 40 60
3 30 60 90

genera una matriz de 3 X 3 pues cada una de las tres columnas de b se multiplica por cada rengléon
de a generando los 9 coeficientes de la matriz resultante.

4. Conclusiones

Estas operaciones bésicas de vectores y matrices pueden consultarse en cualquier libro de
AL, como [I]. Son la base de algoritmos de gran poder y es importante dominarlas. Para un
tratamiento més avanzado puede consultarse [2].
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