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Resumen

Se presenta las principales propiedades y las operaciones mas importantes de las matri-
ces. Su construcciéon a base de vectores hace que hereden algunas caracteristicas de estos y
surgen otras propiedades nuevas. Conocerlas facilita hacer operaciones con mayor economia
y precision.
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1. Introduccién

Las matrices son los objetos més importantes del Algebra Lineal (se escribird AL de ahora
en adelante), a la par de los vectores. Un concepto verdaderamente central.

Este texto se presentan las algunas operaciones nuevas y propiedades de las matrices, las
més importantes y ttiles. Se supone aqui cierto conocimiento béasico. En el texto previo sobre
operaciones bésicas se presenta la forma como se construyen a partir de vectores, por lo que se
recomienda al lector haberlo leido antes que este, al igual que el primer texto de la serie, que
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trata de vectores. Ejemplos de cémo las matrices son empleadas para resolver problemas pueden
encontrarse los textos siguientes de la serie Elementos bdsicos del Algebra Lineal.

Algunas de las propiedades son tan sorprendentes como tutiles al momento de hacer calculos.
Ciertos valores definidos sobre una matriz permiten preveer las complicaciones que habra al
realizar otras operaciones y determinar las tolerancias necesarias. Aqui se definiran cantidades
importantes que permiten valorar el error cometido en una solucién.

Se puede adelantar una cosa: quien sabe bien de AL, puede resolver mas problemas que con
otras areas de la matematica, ademas de que se emplea siempre que tenemos datos tabulares.

2. Matrices y su dimensién

Los problemas que motivan la existencia y estudio de las matrices son los Sistemas de Ecua-
ciones Lineales, como

(1)

—3x1 + 219 — bxy =2
21+ 60 — x3 = -2

donde los coeficientes definen la matriz del sistema
-3 2 -5
2 6 -1
y el vector [2 — 2|T se llama vector independiente. En este caso es una matriz de 2 x 3, pero

puede ser de cualquier dimension.
Las matrices pueden ser de cualquier tamafio m X n y se representan como

air a2 - Qip
a1 a2 te A2n

A= | T 7 . (2)
aml Om2 " OGmn

y las columnas de la matriz pueden referidas como Ai, Ao, ... A, v son n vectores columna en
R™: A= [Al AQ An]

Se dice que la matriz A pertenece al espacio de matrices R™*™. También es comun escribir
de manera méas compacta A = (a;j). Los elementos a;; estan en lo que se llama diagonal de Ay
es maxima cuando la matriz es cuadrada (m = n). De manera analoga, los elementos del vector
x son los nameros x; o x(7).

2.1. Transpuesta e inversa

Matriz transpuesta Asi como los vectores se pueden transformar de columnas a filas y vice-
versa transponiéndolos, las matrices pueden ser transpuestas también:

-3 2 —ET -3 2

2 6 -1 2.6

A= |
-5 -1
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y cada elemento a;; en la matriz original A se convierte en el elemento a;; de la matriz transpuesta
AT. Los rengloneq| de A son las columnas de AT,

Una propiedad interesante que involucra el producto de matrices y la transposicién es que la
transpuesta del producto es producto de las transpuestas en sentido inverso, es decir,

(AB)T = BTAT

que es muy util para simplificar expresiones.
Si una matriz no cuadrada se multiplica por su transpuesta, se obtiene una matriz cuadrada
simétrica. Por ejemplo, para la matriz

los productos AAT y ATA son

13 6 13
} ATA=1|6 40 -16
13 —-16 26

38 11

T:
Ad [11 41

y ambos productos son simétricos, como se anuncié.

Matriz inversa Si dada una matriz A, existe otra matriz B que al multiplicarlas se obtenga
la identidad, AB = BA = I, entonces se dice que B es la inversa de A y se escribe B = A~!. No
todas las matrices tienen inversa, sélo algunas cuadradas.

Asi como la ecuacién 3z = 2 se resuelve despejando x = 2/3, seria deseable poder resolver
un sistema de ecuaciones Az = b como x = b/A, pero no se define la division entre vectores y
matrices. Es ahi donde radica la importancia conceptual de la inversa.

La existencia de la inversa permite resolver Az = b como

x=A"1

y este concepto es de gran relevancia tedrica, aunque en la practica rara vez se requiere calcular
A~! pues es muy costoso.

La inversa de la inversa es la matriz original: (A~!)~! = A. La matriz identidad es su propia
inversa.

En el caso de las matrices con inversa, su transpuesta también tiene inversa y se cumple que
la inversa de la transpuesta es la transpuesta de la inversa: (AT)~™! = (A=1)T.

!Se usa filas o renglones de manera indistinta.
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2.2. Rango

El rango es uno de los valores més importantes de una matriz, a la par de su dimensién. Es lo
que determina la posibilidad de que la matriz convierta vectores de un espacio a otro. El rango
queda determinado por la cantidad de vectores columna linealmente independientes.

Si la dimensién de una matriz de m X n su rango no podré ser mayor que el minimo entre m

y n. Por ejemplo, la matriz
A [—3 2 —5]

2 6 -1

es de rango dos, pues las primeras dos columnas son linealmente independientes, pero la tercera
se genera a partir de las dos primeras:

20

por lo que es linealmente dependiente. Asi, el rango de A es dos.

Una matriz de m x n se dice que es de rango completo si su rango es el minimo de la cantidad
de columnas y renglones r = min{m,n}. Esto es asi debido a que hay matrices cuyo rango es
menor al minimo entre renglones y columnas. Por ejemplo, es evidente que la matriz

100 -3 3
010 5 O
M= 001 2 -4
000 0O O

tiene sus tres primeras columnas linealmente independientes, mientras que las columnas 4 y 5
pueden formarse facilmente a partir de las tres primeras. Por ello su rango es 3, aunque la matriz
es de 4 x 5, asi que NO es de rango completoﬂ.

2.3. Norma, determinante y condicién

Norma de matrices Asi como con los vectores, se puede medir el tamano de una matriz defi-
niendo su norma. Este es un valor importante pues permite medir el tamano de una aproximacioén
como criterio de convergencia o estimar lo sensible de una matriz a cambios.

Hay muchas maneras de definir una norma matricial. La més habitual es utilizar la, misma
norma de un vector:

41 = mi 1221 ©

w0 |||
y se conoce como la norma matricial inducida (por la norma del vector). Pareciera demasiado
arduo revisar todos los vectores del espacio, pero, por resultados teéricos que escapan del alcance
de este texto, se sabe que basta con buscar el maximo solo entre los vectores unitarios: ||z|| = 1.

2Llevar cualquier matriz a la forma escalonada de la matriz M se hace con operaciones elementales, que se
presentan en un texto de la misma serie, posterior a este.
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Una norma cumple las siguientes dos condiciones que relacionan normas de vectores y ma-
trices:

[ Az < [JA[ ]
IAB]| < [l A]l | B]]

siempre v cuando A y B puedan multiplicarse. Tampoco es raro tomar la matriz como si fuera
un vector y aplicar la misma férmula de la norma vectorial:

Al = [ { DD layl?
i

y es llamada norma Frobenius (de ahi la F' en el subindice de || ||). Hay muchas otras formas
de definir la norma de una matriz, pero sea cual sea, la norma debe cumplir las siguientes
propiedades:

|A|| > 0y es cerosiysélosi A=0

kAl = [k 4]

1A+ B[ <[lAll + 1B
que son las mismas de la norma de vectores.

Dos normas de uso frecuente por su simplicidad son

141, = max Z!am\

que es la suma méxima por columnas y

4]l = mdx Z\%\

que es la suma maxima por renglones, ambas considerando solo valores absolutos de los elementos
de A. Sea cual sea la norma escogida, debe cumplirse que ||I]] = 1.
En el caso de la inversa, se cumple que

A7 >
[A]

Determinante Asi como la norma asocia un numero a una matriz, el determinante también
es un namero que se asocia a matrices cuadradas. La norma va con la nocién de tamano, pero el
determinante codifica informacién adicional, en especial sobre la invertibilidad de matrices. Se
puede definir como el volumen del paralelepipedo definido por sus vectores columna. En el caso
del plano, se trata del area del paralelogramo definido por los dos vectores, en el que la suma es
la diagonal. Si el area es cero significa que los vectores son colineales.

(© 2023 DASC /manc 5
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Se acostumbra escribir el determinante de una matriz A como |A| o det(A). Si la matriz
cuadrada A no tiene inversa, entonces

det(A) =0

y viceversa, determinante cero significa no invertibilidad. Este hecho seria suficiente para justificar
la funcion det(-), pero hay mas. Sea A una matriz invertible de n x n. Se cumplen las siguientes
propiedades.
» det(A71) = 1/det(A)
» det(kA) = k" det(A)
» det(AT) = det(A)
» Si una sola columna de A se multiplica por k, entonces su determinante es k det(A)
» Si B es invertible y del mismo tamafio de A, entonces det(AB) = det(A) det(B).
= Si en la matriz se intercambian un par de renglones o de columnas, el determinante cambia
de signo.
» Kl determinante de una matriz triangular (ceros debajo de la diagonal principal) es el
producto de la diagonal?|

Baste esta lista no exahustiva de propiedades para justificar la importancia del determinante.

Numero de condicién Este es otro valor real asociado a las matrices. La condicidn de una
matriz es un indicador de la cantidad de error aritmético esperado al resolver un sistema con
aritmética de precisiéon limitada como la de las computadoras.

Para una matriz A, el nimero de condicién se denota y define como

k(A) = cond(4) = [|A[ A7

y entre mas alto sea, mas cifras significativas incorrectas pueden esperarse en la soluciéon. De
la definicién se desprende que la matriz identidad tiene nimero de condicién 1. El nimero de
condicion de la matriz cero estd indefinido.

En la practica, no se requiere A~! para calcular el niimero de condicién, pues hay otras formas
de tener buenas estimaciones.

3. Conclusiones

Se han presentado las propiedades y operaciones basicas de matrices. Estas y otras operaciones
bésicas de vectores y matrices pueden consultarse en cualquier libro de AL, como [1]. Para un
tratamiento més avanzado puede consultarse [2].

3Esta es una buena manera de calcular el determinante.

(© 2023 DASC /manc 6
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