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Resumen

Célculos y Algebra Lineal (AL) son los brazos fuertes de las matemadticas en ciencias e
ingenieria. El calculo se desarrollé en forma a partir del siglo XVII y el AL dos siglos después,
aunque en ambos casos, muchos conceptos tuvieron origen aun anterior. La ensenanza del
calculo evoluciond en una forma que es andloga a lo que hoy ocurre en AL. Este documento
muestra los sucesos clave en la evolucion de la ensenanza de ambas ramas de la matematica,
guiados por sus libros de texto.
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1. Introduccion

La ensenanza de las matemadticas es algo de interés generalizado en el mundo. La ciencia es
de gran valor para la humanidad y las matematicas no s6lo son una herramienta imprescindible,
sino el lenguaje como se comunica la ciencia de manera precisa y objetiva.



Por ello, la ensenianza de las matemaéticas es de interés en todo el mundo. Basta visitar
el sitio https://www.clame.org.mx/relme.html del Comité Latinoamericano de Matematica
Educativa para ver parte del recurso que se dedica a esto, tan solo en América Latina. También
vale la pena la pagina de la International Commission on Mathematical Instruction, que es una
comision de la International Mathematical Union, https://www.mathunion.org/icmi.

Los libros de texto norman los cursos. Una vez que un gremio acepta un libro, se usa de
modelo para cursos y comunmente para otros libros. Pasa asi no sélo en calculo y AL, sino en
todas las disciplinas. Alrededor de los libros de texto, hay dos fenémenos que hay que considerar:
1-1a actualizacion de textos con nueva teoria y 2-la aceptacion de los docentes.

En el caso de la actualizacion, los nuevos conocimientos se publican en articulos, pero tardan
en llegar a los libros de texto. Esto no es del todo malo, pues hay un periodo en el que las nuevas
teorias son sometidas al analisis de la comunidad de expertos, pues pudieran tener fallos.

Por otra parte, se sabe de la debilidad humana de percibir los conocimientos propios con
una importancia muy alta, una sobre estima. Por ello es comin que haya resistencia a dejar de
ensenar lo que se ha practicado por muchos anos y aceptar teorias nuevas y desconocidas.

Los dos factores anteriores no facilitan que los nuevos descubrimientos o invenciones se
integran rapido a los libros de texto y por lo tanto los cursos superiores se siguen dando anos
con conocimientos que pueden estar muy rebasados. La industria y otras practicas si hace uso
de lo nuevo. Esto ya pasé en calculo y se superd. Ahora estd ocurriendo en AL y vivimos en el
momento de hacer cambios.

En la seccion 2 se presentard el desarrollo del cdlculo y la manera como muchas de sus
técnicas tardaron en llegar a los textos. La seccion 3 se tratard el caso del AL y se hara la
analogia con el célculo.

2. El calculo

Hace mas de dos mil anos, Arquimedes ya utilizaba el método de exhaucién para aproximar
algunas cantidades, como &areas irregulares o el valor de m. En Asia y oriente medio también
habia técnicas similares. El uso de estos métodos fue trazando un camino que facilité (en el siglo
XVII) el desarrollo del célculo en Europa.

En 1620 surge la nocién de limite, para 1650 ya se sabia con exactitud cémo calcular el drea
debajo de un polinomio y en 1670 surge el cdlculo infinitesimal. Antes de terminar dicho siglo
se formulé el teorema del valor medio para derivadas en 1690. Las ecuaciones diferenciales ya se
planteaban desde entonces. Newton y Leibniz fueron los autores principales.

Newton ideé la técnica de fluctuaciones o fluxiones (las derivadas) y la de infinitesimales (la
integral). En un intento de darle rigor a sus ideas, Newton emplea razones primera y tltima de
cantidades evanescentes y facilita algo los calculos. Para las cantidades que van variando con
el tiempo, Newton usa la notacién x(t) y #(t) para su cambio instantdneo. Asi logré calcular
tangentes, maximo, minimos, superficies, curvaturas, cuadraturas y todo esto se incluyé en
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los textos de ese siglo. Faltaba algo de formalismo pero era suficiente para resolver muchos

problemas!.

Por su parte Leibniz conceptualizé diferencias o diferenciales, ademés de abscisas y ordena-
das. En su calculus summatorius es el primero en representar la suma infinita con una S estilizada
que hoy se escribe como [, lo mismo que dz para las diferencias. La notacién de Leibnitz era
preferida a la de Newton por claridad.

El primer libro de cédlculo se escribié en 1696, Analyse des infiniment petits de L'Hopital
[12]. Muchos resultados originales que aparecen en ese texto son de Bernoulli, lo que es aclarado
por L’Hopital. Lo importante es que el cdlculo habia nacido y los trabajos de Newton y Leibniz
fueron plasmados en un texto que se popularizé y permitié que muchos cientificos aceptaran
las nuevas herramientas matemaéticas. Posteriormente aparecieron otros libros, que extendian la
teoria o presentaban novedades como las series de Taylor.

Los libros de célculo del siglo XVIII, presentaban los trabajos del siglo XVII con la forma
que le dio Euler, llevandolo del calculo de variables al de funciones. Lagrange, le dio formalidad
a las series de potencias e introdujo la notacién f’. Asi, la derivada se convirtié en otra funcién
y dejé de ser una cantidad imprecisa. El calculo parecia haber madurado todo lo posible, pero
aun faltaba.

Para principios del siglo XIX, el estudio de fenémenos fisicos llevé al descubrimiento de
teoremas como los de Green, Stokes y el de la divergencia, hoy temas de calculo vectorial.
Ese siglo, los trabajos de Cauchy, Cantor, Bolzano, Dedekind y Weierstrass llevaron a una
formalizacion mas rigurosa del calculo, definiendo la teoria de ntmeros reales, la continuidad
por limites, convergencia uniforme, definicién precisa de integral y llegaron los épsilon y delta.
Cauchy present6 sus trabajos principales entre 1814 y 1821, aunque siguié trabajando en otros
temas.

Pero los libros de texto tenfan una tradicién de més de un siglo para ese entonces, asi que
empleaban las mismas ideas de Newton y Leibniz, mejoradas por Euler y Lagrange. Libros
famosos como FElements of the differential and integral calculus de Davies, 1836 o Analytical
Geometry and Calculus de Loomis, 1860, no incluian atin nada de los trabajos de Cauchy y el
resto de matemaéticos del siglo XIX.

No es dificil imaginar un profesor de cédlculo de 1850, que lleva 20 anios enseniando las técnicas
de Newton con variables que cambian de valor por infinitésimos y de repente se enfrenta con los
épsilons y deltas de Cauchy para definir continuidad de funciones. Incluso la notacién f’ no era
tan frecuente y muchos preferian los dx/dt de Leibniz.

Tal y como en la actualidad, muchos escritores de textos de matematicas fueron estudiantes
brillantes que luego de estudiar comenzaron a dar clases y escribieron sus propios textos, muchas
veces basados (o traduciendo) de textos franceses o alemanes?. Es notable cémo algunos libros
no le daban peso al teorema fundamental del cdlculo, como Rosenstein comenta en [14].

'En palabras de Newton, eran explicaciones concisas, mas que demostraciones exactas.
2Los textos del siglo XVII estaban en latin.
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Rosenstein analiza varios textos de calculo del siglo XIX y varios ya comenzaban a emplear
limites formales para definir la derivada, pero no todos. Su contexto es exclusivamente los Estados

Unidos (USA).

Un evento importante ocurrié en 1888: se formé la American Mathematical Society. Esto
significé no sélo una profesionalizacion de los matematicos, sino una influencia mayor en los
cursos de matematicas y el disenio curricular, ademas de la elaboracion de mejores textos.

Poco a poco, la teoria desarrollada en el siglo XIX dominé en los textos de cédlculo. Luego de
1910 ya no habia libros en uso que solo incluyeran la teoria del siglo XVII. En pocos anos, el libro
Elements of the Differential and Integral Calculus, de Granville, dominé en las universidades
norteamericanas y fue ejemplo de muchos otros, sirviendo de base para el disefio de cursos
universitarios.

En sintesis Redondeando cifras, se puede decir que el calculo surgié en 1700, que para 1800
tomo forma con las funciones y de esa manera se ensefiaba en las universidades. Su formalizacion
en el siglo XIX tardé mas de medio siglo en llegar a los libros de texto.

3. Desarrollo del Algebra Lineal

Al igual que las primeras técnicas béasicas del cédlculo ya eran conocidas por civilizaciones
antiguas, la hoy llamada eliminacion gaussiana era empleada por chinos y egipcios desde hacia
muchos siglos.

Cuando Descartes en 1637 uso ejes coordenados para representar lineas con ecuaciones, sus
intersecciones eran las soluciones de sistemas de ecuaciones y desde ahi los sistemas de ecuaciones
lineales se comenzaron a estudiar de esa manera.

En el siglo siguiente, Cramer encuentra un método para resolver sistemas de ecuaciones
con determinantes en 1750. Los vectores propios también son descubiertos en el siglo XVIII al
estudiar rotacién de cuerpos rigidos y matrices de inercia.

Para finales del siglo XVIII ya habia muchos textos sobre dlgebra en general [13]. Muchos se
empleaban para dar clases particulares, como Eléments d’Algébre de Clairaut, 1746, con mucho
de la notaciéon que conocemos actualmente. Su tema principal era las raices de ecuaciones, no
los determinantes.

Es en el siglo XIX cuando realmente el AL cobra relevancia. Se estudiaron conceptos centrales
como la ecuaciéon normal ATAx = ATb, se formalizé el concepto de determinante, la teoria
espectral, el polinomio caracteristico, el producto de matrices, la inversa, el teorema de Cayley-
Hamilton, la forma candnica de Jordan, formas bilineales, matrices similares, espacio nulo, rango
y se relacionaron matrices con transformaciones lineales. Se formalizaron algoritmos como el de
eliminacién Gaussiana, Gram-Schmidt y Gauss-Seidel.

El término matriz, como generadora de determinantes, fue propuesto por Sylvester en 1850.
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Esa misma década, Cayley, habiendo trabajado con el producto e inversa de matrices, publico el
primer libro sobre el tema: A Memoir on the Theory of Matrices [7]. En ese texto se enfatizan los
sistemas cuadrados, dando poca o nula relevancia a las matrices rectangulares, tan importantes
hoy en dia.

El teorema del rango y nulidad aparece en la década de 1880, es base de lo que hoy se conoce
como teorema fundamental del AL.

Para principios del siglo XX, todos los libros que trataban sobre matrices incluian la teoria
desarrollada en el siglo XIX. En muchos casos se incluia el &lgebra general junto con la de
matrices como en [4], de 1907. Pero ese siglo llegarian otras sorpresas, en especial los desarrollos
cientificos y tecnoldgicos acelerados por las guerras mundiales.

La teoria del AL desarrollada adolecia del poco cuidado que se prestaba en el costo de resolver
sistemas muy grandes, pues como todo era a mano, se procuraba trabajar con sistemas pequenos
o medianos, apoyados con calculadoras electromecanicas.

Resultados importantes del siglo XX fueron la descomposicién de Schur, los espacios de
Krylov, el polinomio minimo, las matrices de Hesemberg, la factorizacién QR, las reflexiones
de Givens, la iteracién de Arnoldi, la transformaciéon de Housholder, el refinamiento iterativo
y la importante descomposicién en valores singulares (SVD). Algo notable fue el desarrollo de
los métodos iterativos para la solucién de grandes sistemas de ecuaciones, dando lugar a los
algoritmos de gradiente conjugado, gradiente biconjugado, BICGSTAB, MINRES y GMRES.

La SVD resulta de gran utilidad practica en muchas dreas y permite visualizar perfectamente
el teorema fundamental del AL. Debiera estar en todos los cursos de AL.

Esta teoria desarrollada fue empleada de inmediato por cientificos e ingenieros, pues sus-
tituia de manera eficiente los resultados del siglo XIX. Por ejemplo, para matrices grandes, el
célculo de valores propios a partir del polinomio caracteristico es completamente impractico,
pues los polinomios dan muchos problemas numéricos. Pero con la nueva teoria, basta aplicar
descomposicién QR usando la transformacién de Householder [19]. Sin embargo, précticamente
nada de la teoria de este siglo aparecié en libros de texto.

En Norteamerica misma el desarrollo de la ciencia se aceleré por la presencia de muchos
fisicos y matemaéticos exiliados de la Alemania Nazi antes de la segunda guerra mundial [15]. El
AL comenz6 a ensenarse en posgrado alrededor de 1950 y llegd a nivel superior a mediados de
1960, pero ain para esa fecha los libros sélo incluian la teoria del siglo XIX. Similar a lo que
pasé con los libros de calculo en el siglo XIX. En USA tenian la idea de dejar atras la educacion
poco cientifica de la era pre-Sputnik.

En México, libros de AL empleados en la década de 1980 como el Howard Anton [1] adolecian
de mostrar solo la teoria del siglo XIX, al menos en sus primeras ediciones. Tanto profesores
como alumnos creen que lo que hay en el libro es el AL, pero desconocen todo lo desarrollado
(y probado) muchas décadas atras.

Poco a poco van apareciendo libros que incluyen la teoria del siglo XX. Ejemplos notables
son [17] de Gilbert Strang, [8] de Mike Cohen o el cldsico [10], pero atin hay demasiadas escuelas
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que usan en sus cursos bibliografia que debiera considerarse obsoleta.

En sintesis El AL se desarrollé en el siglo XIX y, con la llegada de las computadoras, a
mediados del XX ya muchos procedimientos habian sido sustituidos por otros mas eficientes.
Estos nuevos métodos no aparecian en los libros de finales del siglo y actualmente pocos libros
los presentan. ; Cudnto tiempo se requiere para llegar a la estabilidad?

3.1. De lo que aun falta en Algebra Lineal

En 1993, Alan Tucker llama la atencién en el rezago existente, que va en contra de la
utilidad del AL en la préctica [18]. Tucker se queja al final del articulo de la manera como
el cilculo domina en los estudios superiores, cuando es el algebra lineal es donde es posible
resolver casi todos los problemas, o al menos aproximar su solucién, incluidos problemas no
lineales aproximados localmente. Ese mismo ano, un grupo de matematicos especializados en
AL (autonombrado LACSG) hizo recomendaciones curriculares para el estudio del AL en USA
[6], tanto en nivel medio como superior.

Entre las recomendaciones del LACSG estéan orientar el primer curso de AL como teoria
de matrices (con los sistemas de ecuaciones como aplicacién), usar tecnologia (software como
Matlab) y dejar un segundo curso de élgebra lineal forzoso para las carreras de mateméticas.
Ademas insisten en la desproporcién entre los cursos de calculo y el dlgebra lineal.

En apoyo a Tucker y al LACSG, la Mathematical Association of America publicé en linea
Centrality of Linear Algebra [9], insistiendo en la necesidad de reformas y el papel de las compu-
tadoras en el aula. Estudios posteriores dejan claro que no hay una férmula que convenza a
todos sobre cuanto usar la computadora, pero si se entiende que es obligatorio su uso. Como
dice Cowen, no hay aplicacion seria del AL que ocurra sin computadoras.

En estas iltimas décadas ha habido interesantes estudios sobre la ensenanza del AL, por
ejemplo [11] que presenta un panorama de investigaciones educativas en el drea. Puede decirse
que se reconocen dos temas fundamentales: 1-las dificultades de los estudiantes por lo abstracto
de algunos conceptos, como los espacios vectoriales o la independencia lineal; y 2-el enfoque de
ensenar el desarrollo histérico del AL.

Las dificultades de los estudiantes con lo abstracto no son exclusivas del AL, pero un buen
ejemplo del caso es [2], donde estudiaron respuestas de estudiantes a preguntas bésicas de AL.

El enfoque histérico de ensenar AL se refiere a mostrar los conceptos con las técnicas del siglo
XIX aunque ya nadie las use en la practica, como resolver sistemas de ecuaciones con regla de
Cramer o calcular los eigenvalores a partir del polinomio caracteristico. Una amplia exposicién
sobre este tema aparece en [20], de Frank Uhlig, autor que tiene muchos otros trabajos sobre el
tema.

29 anos después de las recomendaciones de 1993 por LACSG, en 2022 se publicé la versién 2.0
en [16]. Hacen dos observaciones iniciales interesantes: la manera como las ciencias de datos han
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llegado al mercado laboral como una necesidad en todas las areas y el hecho de que es necesario
ensenar como se hacen las cosas y no como se hacian, poniendo de ejemplo que muchos alumnos
conocen la regla de Cramer pero desconocen sobre descomposicion LU.

Cambios importantes en LACSG 2.0 son que ya no se pone como requisito ningin curso
antes de AL, asi como la necesidad de un segundo curso (y tal vez un tercero) de AL para todas
las carreras de ciencias e ingenieria. Tal segundo curso dependerd del enfoque de la carrera,
pudiendo ser més abstracto o numérico.

Algo interesante es que puntualizan la necesidad de abandonar los calculos como columna
vertebral de las matemédticas universitarias [5] y emplear otros paradigmas. Gilbert Strang fue
de los primeros en decir que la proporcién de céalculo era excesiva, considerando la utilidad del
AL, basta buscar el texto Too-much-calculus.pdf en internet.

Sobre la tecnologia, LACSG 2.0 advierte que con el avance de las computadoras y el software,
es posible hacer practicas interactivas a modo de experimentos para que el estudiante encuentre
respuestas a preguntas basicas y sea capaz de llegar a conclusiones que motiven conceptos, como
cuando se rota con el ratén un vector y se ve su producto para buscar vectores propios.

La actual tecnologia también permite el uso de ejemplos y aplicaciones mucho més sofistica-
das y cercanas a la realidad. Las sugerencias de LACSG 2.0 no se limitan a Matlab y GeoGebra.

Mientras tanto en México, atin es complicado convencer a muchos profesores de la necesidad
de usar computadoras en AL. Aplicar a mano la regla de Cramer no significa saber AL y de eso
hay una opinién muy dura en [3]. Este es el caso del programa de asignatura correspondiente en
los programas educativos de la UABCS. ;A quién hay que convencer para resolver esto? ;A los
profesores comisionados a la ANIEI, ANFEI y ese tipo de asociaciones? A fin de cuentas, son
las que dictan los contenidos que consideran importantes.

Por tltimo, el autor recomienda a quien se interese en la ensenanza del AL visitar la seccién de
educacién de la pagina web de la International Linear Algebra Society en https://ilasic.org/,
donde hay algunos recursos interesantes, como planes de clases.

4. Conclusiones

Asi como se puede entender que los libros de texto son lentos en incluir la teoria més reciente
disponible, también se entiende que haya resistencia a la inclusién de la tecnologia en clase. El
proceso es lento pero va avanzando, no queda mas que seguir insistiendo y divulgando lo necesario
para propiciar que sea lo mas rapido posible.

Tal vez en una década ya se tengan maés libros con teoria moderna de AL y que en México
todos los cursos se apoyen con Matlab u Octave, la versién de software libre.
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Adenda 2026

Este documento se escribié antes de que los modelos de lenguaje de gran escala (LLM)
se popularizaran en el aula. Vale la pena una nota breve, porque el patrén descrito aqui —la
resistencia de los textos y las précticas docentes a adoptar teoria y herramientas ya vigentes en
la préctica profesional— se repite una vez méds, ahora con un actor distinto.

Cuando LACSG y LACSG 2.0 insistian en el uso obligatorio de software como Matlab u
Octave, la friccion real para un estudiante no era solo aprender la teoria, sino instalar el entorno
y depurar sintaxis antes de poder experimentar. Hoy ese requisito se queda corto: el apoyo de TA
para programar es igualmente obligatorio, y no solo reduce la friccion de escribir codigo, sino la
de emplear bibliotecas sofisticadas —como OpenBLAS o CUDA /cuBLAS— que antes exigian
semanas de curva de aprendizaje solo para enlazarlas correctamente. Un estudiante puede hoy
pedir, ejecutar y comparar una implementacion de refinamiento iterativo en CPU y GPU en una
sesion de clase, algo impensable con la friccién técnica de hace apenas unos anos.

Esto es especialmente cierto para estudiantes de computacién, donde programas sencillos con
matrices pueden mostrar la eficiencia que se gana al hacer un buen uso de las lineas de memoria
caché y la diferencia con funciones optimizadas de librerias profesionales.

Asi como el AL del siglo XX (SVD, factorizacién QR, métodos iterativos) esta tardando ya
décadas en llegar a los cursos universitarios a pesar de ser ya la practica estdndar en ciencias
e ingenieria, la capacidad de un LLM para generar, ejecutar y explicar c6digo matematico en
segundos plantea la misma pregunta de siempre: jqué tan rdpido estamos dispuestos a cambiar
lo que ensenamos y como lo evaluamos?

Desarrollo esta reflexién con mas detalle en mi pagina web, en una entrada llamada Uso de
IA en clases de matemdticas (mayo de 2026), disponible en la seccién de docencia de la pégina.
La direcciéon es https://mancpato.github.io/docencia/#ia-mate.
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